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Sazˇetak. Tema je zavrsˇnog rada primjena odredenog integrala. U prvom c´emo dijelu izlozˇiti
kljucˇne tvrdnje ovoga rada i objasniti sˇto je odredeni integral te svojstva odredenoga in-
tegrala. Glavni dio ovog rada bit c´e posvec´en primjeni odredenoga integrala, racˇunanje
povrsˇine ravninskih likova, duljina luka ravninske krivulje, racˇunanje volumena rotacijskih
tijela, povrsˇine rotacijskih ploha, nepravi integral i josˇ neke druge primjene. Navest c´u neke
primjere i zadatke te poblizˇe objasniti svaku temu zasebno.
Kljucˇne rijecˇi: problem povrsˇine, Darbouxova suma, odredeni integral, svojstva odredenog
integrala, racˇunanje povrsˇine ravninskih likova, duljina luka ravninske krivulje, racˇunanje
volumena rotacijskih tijela, povrsˇina rotacijskih ploha, ostale primjene.
Abstract. The theme of this final paper is a applications of definite integrals. In the first
part work will definite the main statements and explain the definition of definite integral and
some characteristics od definite integral. The main part of the paper will be dedicated to
applications of definite integrals, area of plain fugure,arc lenght of a plane curve, calculating
volume of rotated fugure, calculating area of rotated figure ,improper integal and its other
applications. I will give some examples and exercises and explain each subject.
Key words: problem areas, Darboux sum, definite integral, characteristics of definite inte-
gral,area of plain fugure, arc lenght of a plane curve, calculating volume of rotated fugure,
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1 Uvod
Jedan od problema koji vodi do odredenoga integrala je problem povrsˇine. Povrsˇine trokuta,
kvadrata, pravokutnika itd. poznate su nam josˇ iz osnovne sˇkole i ne predstavljaju nam
problem jer za njihovo racˇunanje postoje ”gotove” formule. Taj problem zˇelimo prosˇiriti na
opc´enitije skupove, odnosno zˇelimo rjesˇavati probleme kao sˇto su: racˇunanje volumena tijela
koji nastaje rotacijom krivulja oko zadane osi ili izracˇunati duljinu luka krivulje.
Primjena odredenog integrala
Odredeni integral
Neka je funkcija f : I → R omedena na segmentu I = [a, b] tj. neka postoje realni brojevi M i
m ((Slika 1.) takvi da vrijedi m ≤ f(x) ≤M , za svaki x ∈ [a, b]. Neka je P = {x0, x1 . . . xn}
subdivizija segmenta [a, b]. Tada za svaki i ∈ {0, 1, . . . , n} postoje brojevi:
Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}, mi = inf{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}
gdje je: m ≤ mi ≤ Mi ≤ M. U svakom segmentu [xi−1, xi] i = 1 . . . n odaberimo tocˇku ξi.
Prema definiciji supremuma i infimuma je mi ≤ f(ξi) ≤ Mi pa iz prethodnih nejednakosti
dobivamo
m ≤ mi ≤ f(ξi) ≤Mi ≤M (1)
.
Slika 1: subdivizija segmenta I te prikaz brojeva Mi,mi,M,m
Odredeni integral funkcije f na segmentu [a, b] definiramao pomoc´u sljedec´ih suma funkcije
f vezanih uz subdiviziju P :
1. donja Darbouxova suma:




2. gornja Darbouxova suma:










Mnozˇenjem nejednakosti (1) s (xi − xi−1) te sumiranjem po i od 1 do n dobivamo:
m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ σ(f, P, {ξ1, . . . ξn}) ≤ S(f, P ) ≤M(b− a) (2)
Napomena 1.1. Neka je f : [a, b] → R nenegativna i omedena funkcija ,a T pseudotrapez
omeden grafom fukncije f , x−osi i pravcima x = a, x = b kao na (Slika 1.) Donja Dar-
bouxova suma predstavlja ukupnu povrsˇinu pravokutnika upisanih pseudotrapezu T . Gornja
Darbouxova suma predstavlja ukupnu povrsˇinu pravokutnika opisanih pseudotrapezu.
Neka je P skup svih subdivizija segmenta [a, b]. Nejednakost (2) vrijedi za svaku subdiviziju
P i govori nam da je skup {s(f, P ) : P ∈ P} omeden odozgo, a skup {S(f, P ) : P ∈ P}
omeden odozdo. Onda postoje brojevi:
I?(f, [a, b]) = sup{s(f, P ) : P ∈ P}
I?(f, [a, b]) = inf{S(f, P ) : P ∈ P}
Broj I?(f, [a, b]) nazivamo donjim Riemannovim integralom, a broj I
?(f, [a, b]) gornjim
Riemannovim integralom funkcije f na segmentu [a, b].
Iz nejednakosti (2) dobivamo da za svaku subdiviziju P ∈ P vrijedi:
m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ I?(f, [a, b]) i I?(f, [a, b]) ≤ S(f, P ) ≤M(b− a) (3)
Dva osnovna svojstva Darbouxovih suma:[1]
1. a) Za bilo koje dvije subdivizije P i P ′ segmenta [a, b] takve da je P ⊆ P ′ vrijedi:
s(f, P ) ≤ s(f, P ′) i S(f, P ) ≥ S(f, P ′),
tj. ako neku subdiviziju profinimo s konacˇno mnogo tocˇaka onda se gornja Darbouxova
suma nec´e povec´ati, a donja Darbouxova suma se nec´e smanjiti.
b) Za bilo koje dvije subdivizije P1 I P2 segmenta [a, b] vrijedi:
s(f, P1) ≤ S(f, P2),
tj. bilo koja donja Darbouxova suma nije vec´a od bilo koje gornje Darbouxove sume.
2. Ako je funkcija f : [a, b]→ R omedena na segmentu [a, b], onda je
I?(f, [a, b]) ≤ I?(f, [a, b]).
Iz (3) i prethodne tvrdnje dobivamo:
m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ I?(f, [a, b]) ≤ I?(f, [a, b]) ≤ S(f, P ) ≤M(b− a) (4)
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Funkcija f : [a, b] → R neka je omedena na segmentu [a, b], a [a, b] segment realnih bro-
jeva. Ako je I?(f, [a, b]) = I
?(f, [a, b]), onda za funkciju f kazˇemo da je integrabilna u
Riemannovom smislu ili krac´e integrabilna na segmentu [a, b], a realan broj:
I(f, [a, b]) = I?(f, [a, b]) = I
?(f, [a, b])
nazivamo odredenim integralom funkcije f na segmentu [a, b] i oznacˇavamo s:∫ b
a
f(x)dx.
Segment [a, b] je podrucˇje integracije, f podintegralna funkcija i x varijabla po kojoj se
integrira. Kazˇemo da je tocˇka a donja granica, a tocˇka b gornja granica integracije.












f(x)dx mozˇemo aproksimirati gornjom S(f, P ) ili donjom s(f, P ) Dar-
bouxovom sumom. Prema (4) je:
s(f, P ) ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤ S(f, P )
odakle vidimo da apsolutna gresˇka te aproksimacije nije vec´a od broja S(f, P ) − s(f, P ).
Slicˇno ako aproksimiramo oredeni integral nekom integralnom sumom σ(f, P, {ξ1 . . . ξn}),
onda apsolutna gresˇka aproksimacije nec´e bit vec´a od S(f, P ) − s(f, P ) jer je s(f, P ) ≤
σ(f, P{ξ1 . . . ξn}) ≤ S(f, P ). Sljedec´a definicija govori nam da se aproksimacija mozˇe ucˇiniti
dovoljno tocˇno.
Definicija 1.2. [1] Omedena funkcija f : [a, b]→ R je integrabilna na segmentu [a, b] onda
i samo onda ako za svaki realan broj  > 0 postoji subdivizija P segmenta [a, b] takva da je
S(f, P )− s(f, P ) < .
Teorem. 1.3. Riemannov teorem[1]
Ako je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na segmentu [a, b], onda je ona i integrabilna na
[a, b].
Teorem. 1.4. Teorem srednje vrijednosti za integral neprekidne funkcije[1]
Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na segmentu [a, b]. Tada postoji tocˇka c ∈ [a, b]
takva da je: ∫ b
a
f(x)dx = f(c)(b− a).
Geometrijski gledano moguc´e je pronac´i takav broj c ∈ [a, b] da povrsˇina psudotrapeza
ispod grafa funkcije bude jednaka povrsˇini pravokutnika s bazom (b-a) i visinom f(c).
Teorem. 1.5. Darbouxov teorem[1]
Neka je f : [a, b] → R omedena funkcija i (Pn) bilo koji niz subdivizija segmenta [a,b] sa
svojstvom da δ(Pn) → 0 kada n → ∞. Tada su nizovi Darbouxovih suma (S(f, Pn)) i
(s, (f, Pn)) konvergentni i pri tome vrijedi:
lim
n→∞
S(f, Pn) = I
?(f, [a, b]), lim
n→∞
s(f, Pn) = I?(f, [a, b]).
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Ako je funkcija f omedena i integrabilna na segmentu [a, b], onda je:∫ b
a
f(x)dx = I?(f, [a, b]) = I?(f, [a, b]).
Prema Darbouxovom teoremu, za bilo koji niz (Pn) subdivizija segmenta [a,b] takav da je




s(f, Pn) = lim
n→∞
σ(f, Pn) = lim
n→∞
S(f, Pn).
Osnovna svojstva odredenog integrala
U nastavku navodimo neka od svojstva odredenog integrala, koja su proizasˇla neposredno








f(x)dx = − ∫ b
a
















5. Granicˇna vrijednost integralne sume ne ovisi o subdiviziji intervala [a, b], neka je









Ovo svojstvo vrijedi i u slucˇaju ako je f integrabilna na najduzˇem od intervala [a, b],
[a, c], i [c, b], onda je integrabilna i na ostalima i vrijedi (1.1), bez obzira na raspored
tocˇaka a, b i c.
6. Ako je f(x) > 0 na I = [a, b], a < b, onda je S(∆) > 0, pa vrijedi:∫ b
a







g(x)dx ako je f(x) < g(x), (a < b)
8.
∣∣∣∫ ba f(x)dx∣∣∣ < ∫ ba |f(x)|dx.
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2 Racˇunanje povrsˇine lika u ravnini
Povrsˇinu pseudotrapeza omedenoga lukom krivulje y = f(x), apscisnom osi i dvjema para-








Zanima nas kako izracˇunati povrsˇinu izmedu dvije krivulje.
Ako nas zanima povrsˇina izmedu dvije krivulje l1 i l2 cˇije su jednadzˇbe
y = f1(x) i y = f2(x), (f1(x) ≤ f2(x), za x ∈ [a, b], )
onda se povrsˇina ogranicˇena tim krivuljama i pravcima x = a i x = b dobiva oduzimanjem
povrsˇine aABb od povrsˇine aDCb kao sˇto vidimo na (Slika 2.) odnosno pomoc´u formule:




Slika 2: Povrsˇina ogranicˇena krivuljama l1 i l2 te pravcima x = a i x = b
Formulu (2.1) mozˇemo koristiti i za izracˇunavanje povrsˇine ogranicˇene zatvorenom krivu-
ljom koja je presjecˇena pravcem x = c u dvije tocˇke.
Primjer 2.1. [2] Izracˇunati povrsˇinu izmedu parabola y =
√
x i y = x2 cˇije su presjecˇne






x− x2)dx = 1
3
Povrsˇinu pseudotrapeza koji je omeden ordinatnom osi, lukom krivulje i dvjema paralelama














Slika 3: Povrsˇina psudotrapeza omedenog ordinatnom osi, lukom krivulje, te pravcima y = c i y = d







= f(x). Diferencijal povrsˇine (dP ) zove se i element povrsˇine. Geometrijski
gledano to je pravokutnik visine f(x) i po volji male baze dx sˇto je prikazano na (Slika 4.)









upuc´uje nas da povrsˇina pseudotrapeza nastaje sumiranjem odnosno integriranjem tih ele-
menata. Takav nacˇin izrazˇavanja koristan je i u tehenicˇkoj praksi.
Racˇunanje povrsˇine lika u ravnini u polarnim koordinatama
Nasˇ je cilj pokazati kako odredujemo povrsˇinu skupa koji je omeden krivuljama koje su u po-
larnim koordinatama. Zadani skup ne iscrpljujemo pravokutnicima nego kruzˇnim isjecˇcima.
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Neka je ρ = f(ϕ), gdje je f(ϕ) ≥ 0 jednadzˇba krivulje u polarnim koordinatama, te f(ϕ)
funkcija koja je neprekidna na intervalu
α ≤ ϕ ≤ β
koji lezˇe u granicama [0, 2pi] ili u granicama [−pi, pi] tada se figura ogranicˇena lukom krivulje
ρ = f(ϕ) i polupravcima ϕ = α i ϕ = β naziva krivolinijskim sektorom.
Ako podijelimo interval [α, β] na podintervale [α, ϕ1], [ϕ1, ϕ2] . . . [ϕn−1, β]. Tada zapravo toj
podjeli na podintervale odgovara podjela krivolinijskog sektora na n parcijalnih krivolinijskih
sektora ogranicˇenih lukom krivulje ρ = f(ϕ) i polupravcima
ϕ = α, ϕ = ϕ1, . . . , ϕ = β
Neka je
ξi ∈ [ϕi−1, ϕi]






















na intervalu [α, β].













3 Duljina luka ravninske krivulje
Racˇunanje duljine luke ravinske krvulje naziva se rektifikacija. Oganicˇavamo se na krivulju
kojoj sve tocˇke lezˇe u istoj ravini. Neka je funckija y = f(x) neprekidna na [a, b] i neka u
tom intervalu ima neprekidnu prvu derivaciju. Neka je ta funkcija dana kao na (Slika 5.),
ono sˇto moramo definirati je sˇto podrazumijevamo pod duljinom luka AB.
Slika 5: Ravninska krivulja cˇija nas duljina zanima
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Definicija 3.1. [2]
Duljina s luka AB
_
na nekoj krivulji y = f(x) granicˇna je vrijednost kojoj tezˇi duljina upi-
sane poligonske crte AM1M2...Mn−1B kada broj tetiva neogranicˇeno raste, a duljina najvec´e






di, (m(∆) = max
1≤i≤n
σi)
Duljina Mi−1Mi tetive je
di =
√







· (xi − xi−1)
Po Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti je
yi − yi−1
xi − xi−1 = f







1 + f ′(ξi)2σi.
Suma u prethodnom izrazu predstavlja Riemannovu integralnu sumu neprekidne funkcije√


















Diferencijal luka je dan sa
ds =
√
1 + f ′(x)2dx =
√
dx2 + dy2.
Geometrijsko znacˇenje diferencijala luka ds i od ∆s dano je na (Slika 6.) i vidimo da je ds
odrezak na tangenti.
11
Slika 6: Geometrijsko znacˇenje diferencijala luka (ds) i prirasta luka (∆s)
Neka je krivulja zadana u parametarskom obliku x = x(t), y = y(t) pa je











a t1 i t2 su vrijednosti parametra koji pripadaju krajevima luka AB
_
.
Primjer 3.2. [2] Izracˇunajte duljinu luka funkcije y = chx od tocˇke (0, 1) do tocˇke sa
apscisom x > 0.
Lako se pokazˇe da vrijedi ch2x− sh2x = 1 pa je onda










4 Racˇunanje volumena rotacijskih tijela
Promatramo tijelo nastalo rotacijom luka krivulje y = f(x) na intervalu [a, b] gdje je f(x)
neprekidna funkcija i f(x) ≥ 0. Svakoj subdiviziji ∆ intervala [a, b] na subintervale [xi−1, xi]
jednaka je podjela rotacijskog tijela na slojeve s visinama σi. Uzmimo proizvoljnu tocˇku
ξi ∈ [xi−1, xi], tada volumen cilindricˇnog tijela predstavlja piη2i σi = pif(ξi)2 gdje je σi visina,





predstavlja sumu volumena tako cilindricˇnih tijela, gledano sa strane analize to je integralna
suma za neprekidnu funkciju pif(x)2
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Slika 7: Cilindricˇno tijelo cˇiji volumen racˇunamo


































(b2 − y2)dy = 4
3
pia2b.
5 Povrsˇine rotacijskih ploha
Racˇunat c´emo povrsˇinu rotacijske plohe, tj. odredivati povrsˇinu plasˇta rotacijskoga tijela.
Kako smo luk
_




M1M2,. . . ,
_
Mn−1B te konstruirajmo
poligonsku crtu AM1 . . .Mi . . . B s vrhovima u krajnjim tocˇkama luka kao na (Slika 8.) Svaki
c´e dio poligonske crte pri rotaciji opisati povrsˇinu plasˇta krnjeg kruzˇnog stosˇca.
Definicija 5.1. [2] Povrsˇinom rotacijske plohe naziva se granicˇna vrijednost kojoj tezˇi
povrsˇina nastala rotacijom upisane poligonske crte.
Neka je S duljina luka
_
AB i podijelimo interval OS tocˇkama
O = s0 < s1 < · · · < si < · · · < sn = S
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gdje je onda u nasˇem slucˇaju
R = yi, r = yi−1, s = Mi−1Mi
Slika 8 :Podjela luka
_




M1M2,. . . ,
_
Mn−1B
te poligonska crta s vrhovima u krajnjim tocˇkama




(yi + yi−1)Mi−1Mi (1)




(yi + yi−1)(si − si−1) (2)

































































tj. jednako duljini cijeloga luka
_
AB , a ∑
i
MiMi−1
duljina je upisane poligonske crte u luku
_








te je povrsˇina rotacijske plohe dana tom formulom. Ukoliko je krivulja dana u parametarskom













1 + f ′(x)2dx
6 Nepravi integral
Zˇelimo definirati odredeni integral funkcije f(x) ako funkcija nije definirana na zatvorenom
intervalu [a, b] ili ako nije ogranicˇena na [a, b]. Razmatramo iduc´e moguc´nosti: interval nije
zatvoren, npr [a, b), nije konacˇan, npr [a,∞) ili unutar intervala [a, b] funkcija nije omedena.

































































Cauchyjev kriterij.[3] Da bi postojao limes funkcije F (L) kada L→∞ nuzˇno je i dovoljno
da bude












7 Neke druge primjene
7.1 Akceleracija-brzina-put
Poznato nam je kako se put (s) mijenja s vremenom (t), tj. s = s(t). Prva derivacija puta












Integriranjem c´emo dobiti prevaljen put od vremena t1 do vremena t2 ako znamo zakon v(t)





Jednom integracijom akceleracije dobivamo brzinu, a josˇ jednim integriranjem put.
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7.2 Brzina kemijske reakcije. Kolicˇina tvari
Primjena integrala moguc´a je i kad je zadana brzina nekog procesa, a trazˇi se ona velicˇina









kolicˇina tvari koja nastaje kemijskom reakcijom u vremenskom intervalu od t1 do t2.
7.3 Specificˇna toplina-kolicˇina topline
Ako specificˇna toplina ovisi o temperaturi , a treba izracˇunati kolicˇinu topline (Q) koja je






Mehanicˇki rad se definira kao produkt sile i puta. Pretpostavljamo da je sila konstantna,
gibanje pravocrtno, te se smjer sile podudara sa smjerom puta. Na (Slika 9.) pravokutnik
predstavlja rad izvrsˇen na putu duljine s2 − s1 uz silu F koja je konstantna.
Slika 9: Rad izvrsˇen na putu duljine s2 − s1 uz silu F koja je konstantna
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Ako sila ovisi o putu dok su ostali uvjeti isti (Slika 10.). Na putu ds elementari rad c´e bit





Cijeli rad je prikazan povrsˇinom psudotrapeza iznad intervala s1, s2.
Slika 10: Rad prikazan povrsˇinom psudotrapeza iznad intervala s1, s2
7.5 Masa, momenti i tezˇiˇsta
Tezˇiˇsta i moment tromosti tijela racˇunaju se pomoc´u trostrukih integrala. No ako je tijelo
rotacijsko mnogo laksˇe dolazimo do tih velicˇina pomoc´u obicˇnih oredenih integrala.
Materijalna tocˇka neke mase m, u odnosu na os vrtnje p, od koje je udaljena za d, stvara
zakretni staticˇki moment:
Mp = dm





Tocˇke s iste strane imaju pozitivni moment, sa suprotne negativan moment. Zˇica je linijsko
(linearno) tijelo koje ima jednu dimenziju -duljinu, koja je puno izrazˇenija od ostalih. Masa


























Na krivulju mozˇemo gledati kao na tocˇku kojoj je sva masa koncentrirana u tezˇistu, pa je







T = (xT , yT )
Za geometrijske krivulje gustoa je 1, a iznos mase odgovara duljini luka te krivulje.
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